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Анотация. В статье рассматривано взаимодействие гармонических волн с 

жестким включением в вязкоупругой среде. Показано влияние параметров 

вязкости на напряжено-деформированное состояние цилиндрического тела. 
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 В последнее годы объем строительства подземных и надземных сооружений, в 

частности, цилиндрического типа, в сейсмически активных районах возрастает, 

вопросы обеспечения прочности и надежности подземных и надземных 

сооружений при сейсмических воздействиях остаются актуальными. Подземные 

сооружения (тоннели, ракетные шахты цилиндрического типа, резервуары, 

бункеры, водопропускные сооружения и т.п.) принадлежат к весьма 

ответственным объектам, причем удельный объем их особенно велик в 

сейсмических районах. Комплекс проблем обеспечения сейсмостойкости 

сооружений может быть, как известно, условно разделен на три основные 

группы:  

1) определение сейсмических нагрузок,  

2) определение сейсмостойкого состояния  

3) учет сейсмонапряженого состояния в расчетах и при практическом 

проведении антисейсмических мероприятий.  
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Методы учета сейсмических нагрузок при проектировании подземных 

сооружений [1-4] выявили необходимость более тщательного учета 

сейсмического фактора при проектировании. 

 Постановка задачи и методы решения. Рассмотрим установившиеся колебания 

жесткого включения. Уравнения движения окружающей среды и 

цилиндрического тела имеют вид 

𝜌𝑗
𝜕2𝑈𝑗

𝜕𝑡2
= 𝜇𝑗∇𝑢𝑗 + (𝜆𝑗 + 𝜇𝑗) 𝑔𝑟𝑎𝑑 𝑑𝑖𝑣 𝑈𝑗 , 𝑗 = 1,2, … , 𝑛 + 1. (1) 

Где 𝜆𝑗 , 𝜇𝑗- операторы коэффициентов Ламе, которые имеют вид 

  𝜆𝑗𝜑(𝑡) = 𝜆𝑗 [𝜑(𝑡) − ∫ 𝑅𝜆𝑗(𝑡 − 𝜏)𝜑(𝜏)𝑑𝜏
𝑡

𝑎
], (2) 

𝜇𝑗𝜑(𝑡) = 𝜇𝑗 [𝜑(𝑡) − ∫ 𝑅𝜇𝑗(𝑡 − 𝜏)𝜑(𝜏)𝑑𝜏

𝑡

−∞

], 

λj, μj - мгновенные коэффициенты Ламе;Rλj, Rμj - ядра релаксации; 

φ(t) - произвольная функция времени; - плотность материала; 

𝑈𝑗{𝑈𝑟𝑗 , 𝑈𝜃𝑗, 𝑈𝑧𝑗} - вектор перемещений окружающей среды. 

Перемещение Uj представим в виде 

𝑈𝑗 = 𝑔𝑟𝑎𝑑𝜑𝑗 + 𝑟𝑜𝑡𝜑𝑗 , 𝜑𝑗(𝑂, 𝜓1𝑗 , 𝜓2𝑗) (3) 

Подставляя (3) в (1), для 𝜑𝑗и 𝜑𝑗получаем интегро-дифференциальные 

уравнения в виде 

∇𝜑𝑗 − ∫ [𝑅𝜆𝑗(𝑡 − 𝜏) + 2𝑅𝜇𝑗(𝑡 − 𝜏)]
𝑡

𝑎
∇𝜑𝑗𝑑𝜏 =

1

𝐶𝑝𝑗
2

𝜕2𝜑𝑗

𝜕𝑡2
, (4) 

∇𝜑𝑗 − ∫ [𝑅𝜇𝑗(𝑡 − 𝜏)]
𝑡

𝑎
∇𝜑𝑗𝑑𝜏 =

1

𝐶𝑠𝑗
2

𝜕2𝜑𝑗

𝜕𝑡2
,  

гдеС𝑝𝑗
2 =

𝜆𝑗+2𝜇𝑗

𝑝𝑗
 ; С𝑠𝑗

2 =
𝜇𝑗

𝑝𝑗
; ∇-оператор Лапласа в координатах r, θ, z. Для 

упругой среды 𝑅𝜆𝑗 = 𝑅𝜇𝑗 = 0. 

Цилиндрическое тело 0 может быть абсолютно жестким, тогда линейные 

уравнения включения получим из закона Ньютона, который имеет следующий 

вид: 

https://journalseeker.researchbib.com/view/issn/2181-4570
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𝑚
𝜕2𝑈(𝑡)

𝜕𝑡2
= 𝐹(𝑡), 𝐼

𝜕2𝜃(𝑡)

𝜕𝑡2
= 𝑀(𝑡), (5) 

где 

𝐹(𝑡) = ∮ [𝜎(1) + 𝜎(𝑆)]
𝑆

𝑛𝜕𝑆;
𝐶

 (6) 

𝑀(𝑡) = ∮ 𝑟[𝜎(1) + 𝜎(𝑆)]
𝑆

𝑛𝜕𝑆;
𝐶

 (7) 

n - единичный вектор нормали к С; r – радиус - вектор от центра масс до 

поверхности С жесткого включения; U и Ω - поступательное и вращательное 

движение жесткого включения соответственно; m - масс включения; I - момент 

интеграции относительно главных осей, проходящих через центр масс. 

Граничные условия на С будут: 

[𝑈(𝑝) + 𝑈(𝑆)]
𝑐

= 𝑈(𝑡) + 𝜃(𝑡) ∗ 𝑟, (8) 

где 𝑈(𝑝) и 𝑈(𝑆) -вектор перемещений падающих и отраженных волн, 𝑈 и 𝜃 

зависят от падающих и отраженных полей. Если включение неподвижное, 

то 𝑈(𝑡) = 𝜃(𝑡) = 0,  [𝑈(𝑝) + 𝑈(𝑆)]
𝐶

= 0. 

Пусть на жесткое тело падает плоская гармоническая волна расширения в виде  

𝛷(𝑝)
= 𝐴𝑒𝑖(𝑎𝑥−ω𝑡) = 𝐴 ∑ 𝐸𝑛𝑖2𝐽𝑛(𝑎𝑟) cos(𝑛𝜃)𝑒−𝑖ω𝑡∞ , (9) 

где E0 = 1; En= 2; n ≥ 1;A = const; Jn –функция Бесселя.  

Общее решение волновых уравнений (4) представляющих отраженные 

волны (их потенциалы, удовлетворяющие условия изучения Зоммерфельда при 

n → ∞), имеет вид 

 (
𝜙(𝑞)

𝜙(𝑞)) = ∑ (
𝐴𝑛𝐻𝑛

(1)
(𝛼𝑟) cos(𝑛𝜃)

𝐵𝑛𝐻𝑛
(1)

(𝛽𝑟) sin(𝑛𝜃)
)

∞

𝑛=0

 e-iωt. (10) 

Здесь 𝐴𝑛 и 𝐵𝑛 – неопределенные коэффициенты; 𝐻𝑛
(1)

 – функция Ханкеля 

первого рода. Рассмотрим следующие задачи. 

Пусть включение движется поступательно вместе с окружающей средой, тогда 

граничное условие (8) имеет вид Ur = Ucos(θ), Uθ = Usin(θ), при α = r. Если М - 

масса включения, то U определяется из уравнения движения Ньютона. 

M U = ∫ [𝔖𝑟𝑟 cos(𝜃) − 𝔖𝑟𝜃 sin(𝜃)] 𝛼𝜕𝜃,
2𝜋

0
  

https://journalseeker.researchbib.com/view/issn/2181-4570


                                                           ISSN (E): 2992-9148 SJIF 2024 = 5.333 

ResearchBib Impact Factor: 9.576 / 2024 

VOLUME-3, ISSUE-7 

9 

где М = πρBα2; ρB – плотность включения. 

Напряжения окружающей среды при r = α; имеет вид: 

𝔖𝑟𝑟 = 
2𝜇

𝑎2 ∑ (𝐸𝑛𝑖𝑛𝜑0𝜀11
(1)

+ 𝐴𝑛𝜀41
(3)

+ 𝐵𝑛𝜀43
(3)

)
∞

𝑛=0
 cos(θ) e-iωt, 

𝔖𝑟𝜃 = 
2𝜇

𝑎2 ∑ (𝐸𝑛𝑖𝑛𝜑0𝜀11
(1)

+ 𝐴𝑛𝜀41
(3)

+ 𝐵𝑛𝜀43
(3)

)
∞

𝑛=0
 sin(θ) e-iωt, (11) 

𝔖𝜃𝜃 = 
2𝜇

𝑎2 ∑ (𝐸𝑛𝑖𝑛𝜑0𝜀21
(1)

+ 𝐴𝑛𝜀21
(3)

+ 𝐵𝑛𝜀22
(3)

)
∞

𝑛=0
 cos(θ) e-iωt, 

где𝜀11
(1)

 = (𝑛2 + 𝑛 −
𝑎2𝑎2

2
) Jn (αα) – αα Jn-1 (αα); 

𝜀11
(3)

 = (𝑛2 + 𝑛 −
𝑎2𝑎2

2
) Hn

(1) (αα) – αα Hn-1
(1) (αα); 

𝜀11
(3)

 = n(n+1) Hn
(1) (βα) – βα Hn-1

(1) (βα);  

𝜀42
(1)

 = -n[(𝑛 +)Jn(αα) − αα Jn−1
(αα)]; 

𝜀41
(3)

 = -n[(n+) Hn
(1) (αα) - αα Hn-1

(1) (αα)]; 

𝜀42
(1)

 = (𝑛2 + 𝑛 −
𝛽2𝑎2

2
− ) Hn

(1) (βα) – βα Hn-1
(1) (βα); 

𝜀21
(1)

 = − (𝑛2 + 𝑛 −
𝑎2𝑎2

2
− 𝑎2𝑎2) Jn(αα) − αα Jn−1

(αα) ;  

𝜀21
(1)

 = − (𝑛2 + 𝑛 −
𝑎2𝑎2

2
− 𝑎2𝑎2) Hn

(1) (αα) – αα Hn-1
(1) (αα); 

𝐽22
(3)

 = −𝑛[(n-1)Hn
(1) (βα) – βα Hn-1

(1) (βα)]. 

Подставляя (10) в (9) и интегрируя и от полученное дифференциальное 

уравнение находим смещение жесткого включения 

U = 𝜁
1

𝑎
 [2iA1J1(αα) + A1H1(αα) + B1H1(αα)]. 

где  

𝜁 = ρс / ρB; ρс, ρB - плотность окружающей среды и включение. 

С учетом граничных условий (2.1.8) можно определить A1 и B1 в виде: 

https://journalseeker.researchbib.com/view/issn/2181-4570
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A1 = 
2𝑖𝐴

𝛥1
 [-4𝜁 J1(αα) H1

(1)(βα) + (1+𝜁) J1(βα)βα H0(βα) + (1+𝜁) αα 

J0(αα)H1
(1)(βα) − αβ2α2 J0 (αα) H0(βα)]. 

B1 = 
2𝐴1

𝛿1𝜋
 2(1−𝜁), 

𝛥1 = 4𝜁 H1
(1)(αα) H1

(1)(βα) - (1−𝜁) J1(βα)βα H0
(1)(βα) H1

(1)(αα)- 

-(1−𝜁) 𝛼𝛼 H0
(1)(αα) H1

(1)(βα) + αβα2 H0
(1)(αα) H0

(1)(βα).  

При 𝜁 = 0 получаем решение для фиксированного включения. Тогда выражения 

для перемещения и напряжения на поверхности жесткого включения имеет вид: 

Ur = 
4𝐴

𝑎𝜋𝛥1
𝜁 [2H1

(1)(βα) – βα H0
(1)(βα) cos(θ),  

Uθ = 
4𝐴

𝑎𝜋𝛥1
𝜁[2H1

(1)(βα) – βα H0
(1)(βα) sin(θ), 

𝜎𝑟𝑟 = 
2

𝜋
𝜇Aβ2 { i [ 𝛼𝛼 H1

(1)(αα)]-1 -2[(1+𝜁) H1
(1)(βα) - βα H0

(1)(βα)] +  

+ 
cos(θ)

𝛥1
 + 2∑

𝛽𝛼 H1
(1)

(βα)

𝛥1

∞

𝑛=0

 cos(θ)}, (2.1.13) 

𝔖𝑟𝑟 = 
2

𝜋
𝜇Aβ2{2 (1−ζ) H1

(1)(βα)
csin(θ)

𝛥1
 + 2∑ 𝑖𝑛−1

𝑛Hn
(1)

(βα)

𝛥1

∞

𝑛=0

 sin(nθ)}, 𝔖𝜃𝜃 = ( 1 −

2
𝑎2

𝛽2
 ) 𝜎𝑟𝑟.  

Рассмотрим некоторые предельные случаи, когда волновое число /αα/ → 0 и 

/αα/>> 1. используем асимптотическое выражение функции Ханкеля малого и 

большого аргумента когда /αα/ <<1 – 

U* (αα) → 
𝑎2𝑎2

4𝜁
 [ ᴂ2 (ζ − 1) ln (ᴂ𝛼) + ln(αα) ] + iπ

𝑎2𝑎2

4𝜁
 [(1 −  ζ)ᴂ2 + (1 −  ζ) ], где 

ᴂ = ε (1-υ) / (1-2υ); U* = U/ iϕ0α. Если /αα/ → 0, то U* (αα) → 1. Когда (αα) >> 1 U* 

(αα) ≈ 2√
2

𝜋
 ζ√

1

(𝑎𝑎)2
Exp(-iαα+ωt-3/4π). 

При (αα) → ∞ имеем U* → 0. Результаты расчетов приведены на рисунках 1. 

Видно, что увеличением плотности жесткого включения действительные и 

мнимые части собственных частот плавно увеличиваются. Когда 𝜁=1, т.е. 𝜌C = 𝜌B, 

существует только одна собственная частота. Как видно на рисунках 1 и 2, при 

https://journalseeker.researchbib.com/view/issn/2181-4570
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совпадении частоты вынужденных возмущений с собственной 𝛺R = 𝜔𝑎/

𝐶pпроисходит резонанс, но резонанс имеет конечный пик. Вторая собственная 

частота почти не влияет на значение амплитуды, т.е. вторая собственная частота 

сопровождает большое затухание энергии. Аналогичные результаты получены 

для вязкоупругих задач, когда 𝑎 = 0,048 малой вязкости сравнивали с упругими 

случаями. Резонансные пики в вязкоупругой задаче снижаются на 15-20% и 

смещаются влево. Действительно радиальные и тангенциальные 

напряжения на жестком теле поля |𝑎𝑎| -> 0 (𝜁 ≠ 0) : 

𝔖𝑟𝑟
∗ = 1 +

2

ᴂ2+1
cos(20) , 𝔖𝑟𝜃

∗ = 1 +
2

ᴂ2+1
cos(20), 

𝔖𝜃𝜃
∗ = 1 − 

2

ᴂ2
 𝜎𝑟𝑟

∗ , 

При 𝜁=0, n=1, 𝔖𝑟𝑟
∗ → −

1

(1−ᴂ2)𝑎𝑎
,  𝔖𝑟𝜃

∗ → −
1

(1−ᴂ2)𝑎𝑎
. 

Эти результаты совпадают со статическими результатами. 

Рис.1.  

 Рис.1. Зависимости перемешений от частоты. 

https://journalseeker.researchbib.com/view/issn/2181-4570
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 Рис.1. Зависимости напряжений от частоты 

 Распределение радиального нормального давления на жестком кругом 

цилиндре приведены на рис. 2. при υ = 0.2; αα = 0.1. Аналогично результаты 

получены для случае, когда окружающая среда вязкоупругая, при малой и 

большой вязкости. С увеличением вязкости резонансный тип умещается на 15-

20%.  
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