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ANNOTATSIYA
Fazodagi analitik geometriya sirt va chiziglarni ularning tenglamalari orqali
algebraik usullarda o‘rganadi. Bunda asosan ikkita masala garaladi:

1) berilgan tenglama fazoda ganday obyektni ifodalashini aniglash;

2) berilgan geometrik obyekt tenglamasini topish.

Fazodagi eng sodda sirt bo‘lmish tekislik I tartibli tenglama bilan ifodalanadi
va aksincha, har ganday | tartibli tenglama fazoda biror sirtni aniglaydi.
Tekisliklarning xususiyatlarini ularning umumiy, kesmalardagi va normal
tenglamalari yordamida o‘rganish mumkin. Kerak bo‘lganda bu tenglamalarning
biridan ikkinchisiga o‘tib bo‘ladi.

Kalit so’zlar. Fazodagi nuqta koordinatalari * Fazodagi geometrik obyekt
tenglamasi* Fazodagi analitik geometriya predmeti * Fazodagi analitik
geometriyaning asosiy masalalari * Tekislikning umumiy tenglamasi * Tekislikning
normal vektori.

1.1. Fazoda analitik geometriya predmeti va asosiy
masalalari. Fazoda Dekart koordinatalar sistemasi Kiritilgan
bo‘lsin. Bu holda undagi har bir M nuqta uning koordinatalari deb
ataladigan (x, y, z) sonlar uchligi bilan to‘liq aniqlanishi va M(X,
Yy, ) kabi yozilishi oldin (III bob, §2) aytib o‘tilgan edi. Fazodagi
sirt va chiziglarni M(X, y, z) nuqtalar to‘plami kabi qarash
mumkin. Fazoda biror S sirt va

F(x,y, 2)=0 (*)
tenglama berilgan bo‘lsin.
1-TA ‘RIF: Agar (*) tenglamani fagat S sirtga tegishli
M(X, y, z) nugtalarning koordinatalari ganoatlantirsa, u bu sirtning
tenglamasi deb ataladi.
Agarda My(x0,0,20) nugta uchun F(Xo,Y0,20)=0 shart
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bajarilsa (tenglama ganoatlantirilsa), My nugta shu tenglama bilan
aniglanadigan S sirtga tegishli, aks holda esa tegishli bo‘lmaydi.
Shunday qilib sirt o‘zining tenglamasi bilan to‘liq aniqlanadi.
Ammo har ganday tenglama ham biror sirtni ifodalashi shart emas.
Masalan, x>+ y*+z°=0 tenglamani fagat bitta O(0,0,0) nugta
koordinatalari ganoatlantiradi va shu sababli bu tenglama sirtni
ifodalamaydi. Shuningdek, x*+y?+z?+1=0 tenglamani fazodagi
birorta ham nugtaning koordinatalari qanoatlantirmaydi va u bo‘sh
to‘plamni ifodalaydi.

Fazodagi chiziglarni tenglamalari Fi(x, y, z2)=0 va Fy(X, v,
2)=0 bo‘lgan S; va S; sirtlarning kesishish chizig‘i singari qarash
mumkin. Bu holda chiziqdagi barcha M(x, y, z) nuqgtalarning
koordinatalari

{Fl(xi y,2)=0 (**)
F,(x,y,2)=0
tenglamalar sistemasini ganoatlantiradi.
2-TA ‘RIF: Agar (**) tenglamalar sistemasini fagat fazodagi
L chizigning M(X, y, z) nugtalarning koordinatalari ganoatlantirsa,
u bu chizigning tenglamasi deb ataladi.
3-TA'RIF:  Fazodagi sirt va chiziglarni ularning
tenglamalari orqali o‘rganuvchi matematik fan analitik geometriya
deb ataladi.

Fazodagi analitik geometriyada asosan ikkita masala
garaladi:
1. Berilgan sirtn yoki chizigning tenglamasini topish va uni
analitik o‘rganish.
2. Berilgan tenglamaga mos keluvchi sirtn yoki chizigni
aniqlash.
Masala: Markazi M(a,b,c) nugtada joylashgan R radiusli
sfera tenglamasini
toping.
Yechish: N(x,y,z) shu sferaga tegishli ixtiyoriy bir nuqgta
Sfera |MN|=R shartni qanoatlantiruvchi nugqtalar

bo‘lIsin.
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to‘plamidan (geometrik o‘rnidan) iboratdir. Unda ikki nuqta
orasidagi masofa (III bob,§2, (7)) formulasiga ko‘ra sferaning
ushbu tenglamasini hosil etamiz:

IMN|=R = \/(x—a)? +(y —b)* +(z—c)* =R =

(x—a)’ +(y-b)?+(z-c)*=R?
Masalan, markazi M(2,3,—-1) va radiusi R=5 bo‘lgan

sfera tenglamasi

(x-2)% + (»-3)%? +(z+1)*= 25

tenglamaga ega bo‘ladi. Bu yerdan N(5,7,—1) nuqgta shu
sferaga tegishli ekanligi kelib chigadi, chunki

(5-2)% + (7-3)%? +(1-1)?= 25.

K(2,6,3) nuqgta bu sferada yotmaydi, chunki uning
koordinatalari sferaning tenglamasini ganoatlantirmaydi:

(2-2)% + (6-3)% +(3-1)?= 13=25.

Tenglamalari x? + y? +(z+4)?= 20 va x? + y* +z=4 bo‘lgan
sferalarning kesishish chizig‘i L

{xz +y +(2+4)*=20

X*+y'+2°=4
tenglamalar sistemasi bilan aniglanadi. Bu sistemadagi
tenglamalarni ayirib, z=0 ekanligini topamiz. Bu yerdan L chiziq
XOY koordinata tekisligida joylashgan va tenglamasi x? + y? =4
bo‘lgan aylanadan iborat ekanligini ko‘ramiz.
1.2. Tekislik va uning umumiy tenglamasi. Tekislik geometriyaning
boshlang‘ich tushunchalariga kiradi va shu sababli ta’rifsiz qabul etiladi.
TEOREMA: 1) Fazodagi har ganday tekislikning tenglamasi uch
o‘zgaruvchili chiziqli tenglamadan iborat, ya’ni
Ax+By+Cz+D=0 (1)
ko‘rinishda bo‘ladi. Bunda A%+ B2 +C?#0 shart bajarilishi kerak.
2) Har ganday (1) chizigli tenglama fazoda biror tekislikni aniglaydi.
Isbot: 1) Faraz gilaylik fazoda gandaydir P tekislik berilgan bo‘lsin. Bu
tekislikka tegishli biror Mo(Xo,Y0,20) nugta va P tekislikka perpendikular joylashga
biror n=(A,B,C) vektor ma’lum bo‘lsin. Berilgan P tekislikda yotuvchi ixtiyor
M(x,y,z) nugtani olib, boshi va uchi My va M nugtalarda joylashgan a=(x—xo, y—
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.2(7_20) vektorni garaymiz. Bu vektor bilan n vektor o‘zaro ortogonal bo‘ladi va shu
sababli ularning skalyar ko‘paytmasi nolga tengdir. Bu skalyar ko‘paytmani
garalayotgan vektorlarning koordinatalari orqgali ifodalaymiz:

A(Xx—X0)+B(y-Yo)+C(z-20)=0 => Ax+By+Cz+(-Axo -Byo—Cz0)=0 =>
Ax+By+Cz+D=0, D= —(Axq+Byo+Czp).

Demak, haqiqatan ham tekislik tenglamasi (1) ko‘rinishdagi chizigli
tenglamadan iborat ekan.

2) Berilgan (1) tenglamani ganoatlantiruvchi birorta Mo(Xo,Y0,20) nugtani
olamiz. Masalan, agar A#0 bo‘lsa, My(-D/A,0,0) yoki, agar B#0 bo‘lsa, Mg(0, —
D/B,0) yoki, agar C#0 bo‘lsa, M(0,0, —D/C) deb olish mumkin.

Bu holda Ax, +Byo+Czo+D=0 tenglik o‘rinli bo‘ladi va uni (1) tenglamadan
hadma-had ayirib A(X—xo)+B(y—Yo)+C(z—20)=0 tenglikni hosil gilamiz. Bu tenglik
n=(A,B,C) va a=(x—xo, y—y0, z—z0) Vektorlarning ortogonalligini ifodalaydi. Bu
shartni ganoatlantiruvchi a vektorlarning uchlarini ifodalovchi M(x,y,z) nugtalar
to‘plami  Mo(Xo,Y0,20) nuqtadan o‘tuvchi  va n=(A,B,C) vektorga nisbatan
perpendikulyar joylashgan tekislikdan iborat bo‘ladi. Demak, (1) tenglama
haqigatan ham tekislikni ifodalar ekan. Teorema to‘liq isbot bo‘ldi.

3-TA‘RIF: (1) tenglama tekislikning umumiy tenglamasi deb ataladi.
Berilgan P tekislikka perpendikulyar bo‘lgan har qanday vektor bu tekislikning
normal vektori yoki gisgacha normali deb ataladi.

Oldingi teoremani isbotlash jarayonidan (1) umumiy tenglamasi bilan
berilgan tekislik uchun n=(A,B,C) normal vektor bo‘lishi kelib chigadi. Bu natija
kelgusida juda ko‘p qo‘llaniladi.

Endi P tekislikning (1) umumiy tenglamasini ayrim xususiy hollarda tahlil
etamiz.

1. D=0 = Ax+By+Cz=0 = 0(0,0,0) €P, ya’ni P tekislik koordinatalar
boshidan o‘tadi.

2. A=0= By+Cz+D=0 = n=(0,B,C) LOX = P ||OX, ya’ni P tekislik
OX o‘qiga parallel bo‘ladi.

3. B=0= Ax+Cz+D=0 = n=(A,0,C) LOY = P |OY.

4. C=0= Ax+By+D=0 = n=(A,B,0) LOZ= P ||OZ.

5. A=0, D=0= By+Cz=0 = 0(0,0,0) €P, P ||OX = OXcP,
tekislik OX o‘qidan o‘tadi.

6. B=0, D=0= Ax+Cz=0 = 0(0,0,0) eP, P ||OY = OYCP.
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7. C=0, D=0= Ax+By=0 = 0(0,0,0) €P, P ||OZ = OZcP .

8. A=0, B=0= Cz+D=0= z=-D/C = P ||OX, P ||OY = P||XOY,
ya’ni P tekislik XOY tekisligiga parallel bo‘ladi.

Q. A=0, C=0= By+D=0= y=-D/B = P ||OX, P ||0Z = P||XOZ.

10. B=0, C=0=Ax+D=0= x=-D/A = P ||OY, P||0OZ = P||YOZ.

11.  A=0,B=0, D=0 = Cz=0 = z=0 = P=XOY .

12. A=0, C=0, D=0=By=0 = y=0 = P=X0OZ.

13. B=0, C=0, D=0= Ax=0 = x=0 = P=YOZ.

1.3. Tekislikning kesmalardagi tenglamasi. Fazoda koordinatalar
boshidan o‘tmaydigan hamda OX, OY va OZ koordinata o‘qlarini mos ravishda
M;i(a,0,0), M2(0,b,0) va M3(0,0,c) nuqtalarda kesib o‘tuvchi P tekislik tenglamasini
tuzamiz. Buning uchun tekislikning umumiy Ax+By+Cz+D =0 (D+#0) tenglamasidan
foydalanamiz. Bu yerdagi noma’lum A, B va C koeffitsientlarni quyidagi
mulohazalardan topamiz:

Mi1(a,0,0) eP = Aa+D=0= A=-Dlq;

M,(0,b,0) eP = Bb+D =0= B =-D/b;

M;3(0,0,c) eP=Cc+D =0 = C=-Dlc.

A,B va C koeffitsientlar uchun topilgan bu ifodalarni umumiy tenglamaga
go‘yib va D#0 ekanligini hisobga olib, ushbu natijani hosil etamiz:

Ax +By+Cz + D:O:—gx—%y—%z+ D=0=

SN YA AE | Y, PN VRS AP P A R )
a b c a b c a b c
Demak, yuqorida berilgan ma’lumotlar asosida, tekislik tenglamasini (2)
ko‘rinishda yozish mumkin. Bunda |a|, |b| va |c| garalayotgan P tekislikni OX, OY
va OZ koordinata o‘qlaridan ajratgan kesmalarini ifodalaydi va shu sababli quyidagi
ta’rif kiritiladi.

4-TA‘RIF: (2) tenglama tekislikning kesmalardagi tenglamasi deyiladi.
Agar koordinata boshidan o‘tmaydigan tekislik (1) umumiy tenglamasi
bilan berilgan bo‘lsa (A,B,C,D#0), uning kesmalardagi tenglamasiga o‘tish
quyidagicha amalga oshiriladi:
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Ax+By+Cz+D:O:>—D(AX + By + Cz —1j:0:>

-D -D -D

SN R :1:>a=—2,b=—2,c:—2.
-D/A -D/B -DJ/C A B C

Demak, umumiy tenglamadan kesmalardagi tenglamaga o‘tish uchun uni

ozod hadining garama-qarshisiga bo‘lish kerak.

Masala: Umumiy 3x—4y+z-5=0 tenglamasi bilan berilgan tekislikning
kesmalardagi tenglamasini toping.

Yechish: Umumiy tenglamani —D=5 soniga bo‘lib, (2) tenglamada
D5 , Db 5 D 5,

A 3 B 4 C 1

ekanligini topamiz. Bundan berilgan tekislikning kesmalardagi tenglamasi

S A .

5/3 =-5/4 5

ekanligi kelib chigadi.

1.4. Tekislikning normal tenglamasi. Berilgan P tekislikka O koordinata
boshidan o‘tkazilgan perpendikularning asosini N deb belgilaymiz. Bu
perpendikular uzunligi |ON|=p (ya’ni koordinata boshidan P tekislikkacha bo‘lgan
masofa) va uning OX,0Y,0Z koordinata o‘qlari bilan mos ravishda hosil etgan a,
B, vy burchaklar ma’lum deb olamiz. Tekislikning ON perpendikularda joylashgan va
O nugtadan N nuqtaga garab yo‘nalgan normal birlik vektorini n deb belgilaymiz.
Bunda uning koordinatalari n=(cosa, cosp, cosy) bo‘ladi. P tekislikda yotuvchi
ixtiyoriy M(X,y,z) nuqgtani olsak, uning radius vektori OM=r=(x,y,z) bo‘ladi. Endi
n-r skalyar ko‘paytmani ikki usulda hisoblaymiz. Agar bu vektorlar orasidagi
burchakni ¢ deb olsak, unda skalyar ko‘paytmaning ta’rifiga asosan (quyidagi 36-
rasmga garang)

n-r=[n|-|r|-cos@=1-|r|-cose=|r|-((ONJ/|r[)=|ON|= p

tenglikka ega bo‘lamiz.
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Ikkinchi  tomondan, skalyar ko‘paytmaning koordinatalardagi ifodasiga
asosan,

Nn-r = Xcosa+ycosp+zcosy

tenglikni hosil etamiz. Bu yerdan ko‘rinadiki P tekislikdagi har bir M(x,y,z)
nuqtaning koordinatalari

XCOSo+YyCOSP+zCOSy=p = XCOSo+YyCcosP+zcosy—p=0 (3)

tenglamani ganoatlantiradi va aksincha, (3) tenglamani ganoatlantiruvchi har
bir M(x,y,z) nuqgta P tekislikka tegishli bo‘ladi.

5-TA‘RIF: (3) tenglama tekislikning normal tenglamasi deyiladi.

Endi (1) umumiy tenglamasi bilan berilgan tekislikning normal
tenglamasini topish masalasini ko‘ramiz. Buning uchun dastlab quyidagi lemmani
isbotlaymiz.

LEMMA:  Agar ikkita Ax+Biy+Ciz+D1=0 va Axx+Boy+Cyz+D,=0
tenglamalar bitta P tekislikni ifodalasa, unda ularning mos koeffitsiyentlari va ozod
hadlari proporsional bo‘ladi , ya’ni

A_B_G D
A, By Cp Dy
tengliklar o‘rinli bo‘ladi.
Isbot: Bu tenglamalardan n;=(A1,B1,C1) va ny;=(A2B2,Cz) normal
vektorlarni hosil etamiz. Ularning ikkalasi ham P tekislikka perpendikular va shu
sababli kollinear vektorlar bo‘ladilar. Unda, vektorlarning kollinearlik shartiga

asosan,
A_B_G_,
A2 BZ C2

tengliklar o‘rinli bo‘ladi. Bunda p proporsionallik koeffitsiyentini ifodalayd
Bu holda

412
https://universalpublishings.com




MEIUIUHA, TIEJATOI'MKA U TEXHOJIOI'Y

TEOPUS U ITPAKTUKA

Researchbib Impact factor: 11.79/2023
SJIF 2024 = 5.444
Tom 2, Beinyck 9, 30 Centsiopb

A=y, Bi=iBy Ci=4C;

bo‘lgani uchun, yuqoridagi tenglamalardan ikkinchisini p soniga ko‘paytirib va
birinchisidan hadma-had ayirib
D
D, —uD,=0=—1=pu
D,
ckanligini ko‘ramiz. Bu nisbatni yuqoridagi nisbatlar bilan solishtirib,

lemmadagi tasdigni to‘g‘riligiga ishonch hosil etamiz.
Bu lemmaga asosan P tekislikning (1) umumiy va (3) normal

tenglamalaridan

A=pucosa, B=ucosp, C=ucosy, D=—u-p

tengliklarga ega bo‘lamiz. Bunda yo‘naltiruvchi kosinuslar Xossasidan
foydalanib, p proporsionallik koeffitsiyentini topamiz:

A% + B2 +C? = y?cos® a + p® cos® B + u® cos?® y =

= 1?(cos® r +€0s8% B +¢c0s° y) = p® l=p? = u=1=

\/A2 +B%2+C?
Bu yerdan
cosa == 4 cosf== 5
VA2 + B2+ C? JA2 + B2+ C?
cosy =+ ¢ P=F D :
JA? + B? +C? JA* +B* +C?

ekanligini topamiz. Bunda p normallashtiruvchi ko ‘paytuvchi deb ataladi va
uning ishorasi p=(-D/ p)>0 shartdan aniqlanib, D ozod had ishorasiga qarama-garshi
gilib olinadi.

Shunday qilib tekislikning (1) umumiy tenglamasidan (3) normal
tenglamasiga o‘tish uchun uni

1
JA* +B® +C?
soniga ko‘paytirish kerak.
Masala: Tekislikning 2x—y+2z-5=0 umumiy tenglamasidan normal

tenglamasiga o‘ting.
Yechish: Normallashtiruvchi p ko‘paytuvchini topamiz va berilgg
umumiy tenglamani unga ko‘paytirib, normal tenglamani topamiz:
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1 1 2 1 2 5
=

Bunda ozod had D=-5<0 bo‘lgani uchun p ishorasi musbat gilib olindi va
normal tenglamada

cosoc—g cosﬁ——1 cos _Z p—§
3’ 30 773 P73

bo‘ladi.
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