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Yensen tengsizligi va uning tadbiglari.
Fayzullayev B.SH, Masharipov A.M., Atamurotova A.A.
Urganch davlat universiteti
1.Kirish.

Ma’lumki tengsizliklar matematikada katta o’rin egallaydi. Biz ushbu
magolada tengsizliklarda katta o’rin tutgan Yensen tengsizligi hagida
yozdik.Shuningdek Yensen tengsizligidan foydalanib bir nechta mashhur
tengsizliklarni isbotlash va bir nechta misollarga tadbigini kiritdik. Bu magola
asosan matematika bilan shug’llanuvchi va xalqaro olimpiadalarga tayyorlanuvchi
o’quvchilar uchun mo’ljallangan. Biz daslab Yensen tengsizligiga kirishdan oldin
biz uchun muhim bo’lgan funkiyaning gavariqligi haqida biroz ma‘lumotlarni ko’rib
chigamiz.

2.Funksiyaning gavariqgligi va botigligi.

Faraz gilaylik f(x) funksiya (a,b) intervalda berilgan bo’lib,
X, X, €(a,b) uchun x < x,bo’lsin.

f(x) funskiya grafigining (x,f(x)), (% f(x,)) nuqtalaridan
o’tuvchi to’g’ri chizigni y=1(x) quyidagicha

X, — X X — X
I(x) = =—f + f(x
(x) X, — % (%) X, — %, (%)

bo’ladi.
1-ta‘rif. Agar har ganday oraliq (x,x,)c(a,b) intervalda
joylashgan Vxe(x,X,) uchun

f(x)<I(x)

bo’lsa, f(x) funksiya(a,b) intervalda quyidan gavarig funksiya

deyiladi. Agar f(x)<l(x) tengsizlik bajarilsa f(x) funksiya (a,b)
intervalda quyidan gat‘iy qavarig funksiya deyiladi.

2-ta‘rif. Agar har ganday oraliq (x,x,)c(a,b) intervalda

joylashgan V(x)e(x,,x,) uchun
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f(x)=1(x)

bo’lsa, f(x) funksiya (a,b) intervalda yuqoridan qavariq funksiya

deyiladi. Agar f(x)>I(x) tengsizlik bajarilsa f(x) funksiya (a,b)
intervalda yuqgoridan qat‘iy gavariqfunksiya deyiladi.

Funksiyaning quyidan va yuqgoridan gavaragligini quyidagicha ham
ta‘riflash hammumkin.
Aytaylik, o, >0,a,>0,a, +, =1 bo’lib, Vx,x, e(a,b) bo’lsin.
3-ta‘rif. Agar

flax +a,%,) <o f(x)+a,f(X,)

bo’lsa, f(x) funksiya (a, b) intervalda quyidan gavariq funksiya
deyiladi. Agar ishora ga‘tiy kichik bo’lsa, f (x) funksiya (a, b) intervalda
quyidan gat‘iy gavariq funksiya deyiladi.
4-ta‘rif. Agar
f(aX +a,%)>a f(x)+a,f(X,)
bo’lsa, f(x)funksiya (a, b) intervalda yuqorida gavariq funksiya
deyiladi. Agar ishora qat‘iy katta bo’lsa, f (x) funksiya (a, b) intervalda
yugoridan gat‘iy qavariq funksiya deyiladi.
Endi bir nechta teoremani isbotsiz keltirib o’tamiz.
1-teorema. Faraz qilaylik, f(x) funksiya (a, b) intervalda
berilgan bo’lib, unda f'(x) hosilaga ega bo’lsin. f(x) funksiyaning
(a,b) intervalda quyidan gavarig bo’lishi uchun f’(x) ning (a,b)
intervalda o’suvchi bo’lishi zarur va yetarli.
2-teorema. Faraz qilaylik, f(x) funksiya (a, b) intervalda

berilgan bo’lib, unda f'(x) hosilaga ega bo’lsin. f(x) funksiyaning

(a,b) intervalda yuqoridan gavariq bo’lishi uchun f'(x) ning (a,b)

intervalda kamayuvchi bo’lishi zarur va yetarli.
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Aytaylik, f (x) funksiya (a, b) intervalda berilgan bo’lib, u shu
intevalda f”(x) hosilaga ega bo’Isin. Bundan tashaari, (a, b) intervalning
har ganay (a, B) ((a. B)=(a, b)) gismida f"(x) aynan nolga teng

bo’Imasin.
3-teorema. f(x) funksiyaning (a, b) intervalda quyidan qavarig bo’lishi

uchun (a, b) intevalda f”"(x)>0 bo’lishi zarur va yetarli.
4-teorema. f(x) funksiyaning (a, b) intervalda yuqoridan gavariq
bo’lishi uchun (a, b) intevalda f"(x)<0 bo’lishi zarur va yetarli.
Biz Yensen tengsizligini ko’rganimizda asosan 3 va 4-teoremalardan
foydalanamiz.
3.Yensen tengsizligi.

Yensen tengsizligi. f: (a, b)—>R funsiya (a, b) intervalda
quyidan gavarig bo’lsin. U holda neN barcha x, X,, ..., X, €(a, b) lar
va A+A4+..+4,=1 shartni  ganoatlantiruvchi Ixtiyoriy
A4, Agses Ay €(0,1) sonlar uchun

FOX A+ % 4+ AX) S A F (%) + 4, (%) +..4,F (X))

tengsizlik o’rinli.

Isbot. Biz bu tengsizlikni isbotlashda induksiya metodidan
foydalanamiz.

n=1 da A4=1 boladi va f(x)=f(x) ekanligida biz
f(4x)=4f(x)tenglikka ega bo’lamiz. Shuning uchun tengsizlik
o’rinli.

Agar n=2 bo’lsa tengsizlik gavariq funksiyaning ta‘rifiga to’g’ri
keladi.

Faraz gilaylik n=k da barcha x,X%,..%€(ab) lar va

A+A+..+4 =1 shartni ganoatlantiruvchi ixtiyoriy A4,4,,...,4 €(0,1

sonlar uchun
FOAX A+ % 4+ AX) S A F (%) + AT (%) +.. 4 F (%)
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tengsizlik o’rinli bo’lIsin.
n=k+1 da barcha x,X,..%,(ab) lar va A4 +4+.+4 =1
shartni ganoatlantiruvchi ixtiyoriy A,,4,,..., 4., €(0,1) sonlar bo’lsin. U
holda
%+ Xy + ot A Xy = (AKX + X + o+ A X )+ A Xy =

A
= (1_/1“1)[1_%“1 X + 1_;“1 X, +ot l—/?’;kﬂ Xk)-i_ A X (1)

Agar

A 4 A

X +—2—X, +.t

1_ﬂk+1 1_ﬂ’k+1 1_ﬂk+l
deb belgilasak.U holda x,x,,....x, €(a,b) ligidan

Y = Xy

__A 4 A
yk+1_1_ﬂ1<+1X1+1-21<+1X2+m+1-ﬂk+1)(k
A a+ 2 a+ A a:ﬂl+ﬂ?+"'+ika:a

> ot
1_ /11(+1 1_ /’{k+1 1_ /11(+1 l_ /11<+1

Shunga o’xshash vy, ,, <b ekanligi isbotlanadi. Demak vy,,, €(a,b)
bo’ladi. Quyidan gavariq funksiya ta‘rifi va (1) dan foydalansak, biz
quyidagiga ega bo’lamiz.

f (ﬂlxl + X’ZXZ +..t+ ﬂk+lxk+1) = f ((1_ ﬂ'k+1) yk+1 + ﬂ'k+1xk+1)

S(:I-_ﬂ’kﬂ)f (yk+1)+ﬂ’k+lf (Xk+1) (2)
bizga ma’lumki.

A + 2 +...+i:l
1_ﬂk+l 1-/1k+1 1-/1k+1

tenglik o’rinli. U holda
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A 2 A
FOh) = PG 7t 0

A e A
< e (Xl)+1-/1k+1 f(x2)+...+1_/qu+l f (%) (3)

va ninoyat, (2) va (3) dan biz ishotlayotgan

(X + Xy + oot A1 X ) S AT (%) + 4,1 (%) + A T (X))

tengsizlik kelib chigadi. Demak matematik induksiya metodidan
foydalanib Yensen tengsizligi isbotlandi.

Eslatma. Agar f quyidan ga‘tiy qavariq funksiya bo’lsa, Yensen
tengsizligining tenglik holati fagat x =x,=..=x, bo’lganda
bajariladi.

Agar f funksiya yugoridan gavariq bo’lsa, Yensen tengsizligida fagat
tengsizlik ishorasi o’zgaradi. Ya‘ni
FOX A+ A%+ A X)) 2 AT (%) + A4, F (%) +..+ 4, T (X,)
Yensen tengsizligini yana quyidagich ham yozish mumkin.
Agar f:1 >R funsiya | da quyidan gavariq, x,X,,...X €l va
m, +m, +...+m, >0 shartni qanoatlantiruvchi m,m,,....m, >0 haqiqgiy sonlar
uchun

f(mlx1+m2x2+...+mnxn jg mf(x)+m,f(%)+..+m f(x,)

m,+m, +..+m m +m,+..+m

tengsizlik o’rinli.

4. Yensen tengsizligidan foydalanib mashhur tengsizliklarni
isbotlash.

AM-GM tengsizligi. Agar x,X,,...,X, musbat hagiqy sonlar uchun

+ X, +.+ X
XXy X < 4 *% n

n
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Isbot. Agar f(x)=-Inx funsiya (0,o) intervalda garaylik. Bu funsiyaningx
2-tartibli hosilasi f”(x):iz>0 bo’ladi, demak f(x) quyidan ga‘tiy gavariq
X

funksiya (0,) intervalda.

A=4=.=41 :1 va X €(0,00),i=12,..,n ucun Yensen tengsizligini
n

n

go’llaymiz.
_|n(X1+X2 +...+an<_(ln(x1)+In(x2)+...+|n(xn)j
: - n
o In(x) +1n(x) +..+In(x,) In(lerXZ +...+xnj
n - n
P |n(X1X2_“Xn)1/n < In(x1 + X, -r|]-+ an
bundan

+ X, + o+ X
YX XX < 5*% :

n

AM —GM tengsizligi kelib chigadi.

Teorema.(Koshi-Bunyokovskiy tengsizligi) Agar a,a,,..,a;b,b,,...,b
haqgiqiy sonlar uchun

(ab +ab,+..ab)’ <(a’+a+..+a’)b’+b;+..+b?)

tengsizlik o’rinli va tenglik holati fagat va fagat %:i:...:i bo’lganda

b, b, <2

1

bo’ladi.

Isbot. Agar f(x)=x* funksiyani R sohada garasak. f"(x)=2>0 bo’ladi

Ya‘ni f(x) funksiyau quyidan gavariq bo’ladi. U holda Yensen tengsizligid
foydalansak
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f[ X A MX, 4.+ M X, mlf(x1)+m2f(x2)+...+mnf(xn).
m+m,+..+m m+m,+..+m

Biz quyidagini olamiz

2
MX, +MX, +o - MX, | MX+MXE + ..+ M X
m +m, +..+m m+m, +..+m

yoki

(MX +mX, +...+m X )> <(MX>+mx; +...+mx2)(m +m, +...4+m)

Agar i=12,..n uchun x :%,mi =b* deb belgilash kiritsak.

U holda biz quyidagi
(@b +ab,+..ab)’ <(a’+a’+..+a’)(b’+b: +..+b’)
Koshi-Bunyakovskiy tengsizligiga ega bo’lamiz.

Teorema.(Gyuygens tengsizligi) Agar a,a,,..,a musbat haqgigiy sonlar
uchun

(1+a)l+a,)..(l+a)>(1+g/aa,..a)
tengsizlik o’rinli.

Isbot.Agar f:R—>R , f(x)=In(1+e*) funksiyani garasak. Barcha xe R
(1+e)’
gavariq bo’ladi.Yensen tengsizligidan foydalanamiz. <4

uchun f"(x)= >0 tenglik o’rinli bo’ladi. Demak f(x) funksiya quyidan

F[ X AMX 4. A MX, ) mlf(x1)+m2f(x2)+...+mnf(xn).
m+m,+..+m m+m,+..+m
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Agar i=12,..n uchun m 1 va X =Ina, deb almashtirish bajarsak,
n

f(InalJrInaﬂL...Jrlnan)< f(lna)+ f(Ina,)+...+ f(Ina )
n B n

= In[1+ exp(%jj In@+a)+In@+ c:llz) +..+InL+a,)

<nin(l+y/aa,..a)<In(l+a)l+a,..(1+a))
o (1+a)l+a,)..(I1+a)>(1+y/aa,..a )

bu esa Gyuygens tengsizligi.

Teorema.(Yung tengsizligi) Agar p,q>1 hagigiy sonlar %+%:1 tenglikni

p q
ganoatlantirsa. u holda ixtiyoriy a,b>0 uchun absa—+b— tengsizli o’rinli va
P q

tenglik holati fagat va fagat a” =b* bo’ladi.

Isbot. Agar f(x)=e" funksiyani (0,o0) sohada garasak f"(x)=e* >0 bo’ladi
ixtiyoriy xeR. Demak f(x) funksiya (0,0) sohada quyidan gavarig. Yensen
tengsizligidan n=2 bo’lgan holidan foydalanamiz.

f mlxl + mZXZ < mlf (Xl) + m2 f (X2)
m-+m, | m, +m,

tengsizlikda m, = %,mz = é X, = plna va x, =qlnb belgilask kiritsak.
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eplna . ginb - e|nab - Inaf . eInb“'
p q P q

P eIna+|nb S

p bq
Sab<—+—
P q
tensizlikga ega bo’lamiz. Tenglik holati x, = x, bo’lganda,ya‘ni,a” =b" holda
bo’ladi. Yung tengsizligi isbotlandi.

Teorema.(Gyolder tengsizligi) Agar a,a,...,a;b,b,,...b, musbat hagiqiy

sonlar va l+l =1 sharni ganoatlantiruvchi p,q>1 sonlar uchun
P q

gons(x 8]

p p p
tengsizlik o’rinli va tenglik holati fagat va fagat % =% =... =% da o’rinli.
2

1 n

Isbot. f:R" >R, f(x)=x" funsiya p>1 uchun garaymiz. f(x) funksiya
quyidan gavariq chunki  f"(x)=p(p-1)x"*>0 bo’ladi. U xolda Yensen
tengsizligigni go’llasak.

f MX A MX, + A MX m f(x)+m,f(x)+..+m f(x)
m+m,+..+m m+m,+..+m

p

p p p

MX +MX, +.+MX, | MY+ MY+ 4+ M X
m +m, +...+m m +m, +..+m

yoki

(MX, +mX, +...+mx )* <(m +m,+..+m ) (mx" +mx’ +...+m xP)

p-1

1
Smx +mX, +..+mx <(m+m+..+m) " (Mx"+mx’ +...+mx")*
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Ll

%+%:1 tenglikdan pT_lzl tenglik kelib chigadi. Bu tenglikni

q
yugoridagi tengsizlikga go’ysak.

ian:mixi < (Zl:m, ); (Zmixip )i

i=12,...,n uchun m =b" va x =ab"™ deb belgilash kiritsak. Biz

_Zn:aibi < (Zn:ai” )p (Zn:biq )q.
Gyolder tengsizligiga ega bo’lamiz.

Eslatma. Agar p=q=2 bo’lsa Gyolder tengsizligidan Koshi-Bunyokovskiy
tengsizligi kelib chigadi.

Teorema.(Minkovskiyning ikkinchi tengsizligi) Agar a,a,,...,a ;b,b,,...b
musbat haqiqgiy sonlar va p >1 sonlar uchun

(B (80

tensizli o’rinli va tenglik holadi fagat va fagat %:%:...:% bo’lganda

2 n

S
p=}
Q|-

n 1
<3(@’ +bY)°
i=1

1

bo’ladi.

1
Isbot. Agar f:R"—>R", f(x)=(@Q+x")" funksiya p>1 da quyidan ga‘tiy
1-2p

gavarig chunki f"(x)=(p-1)(x"+1) * -x*'>0 ixtiyoriy xeR* va p>1 lar
uchun.Yensen tengsizligidan foydalansak.
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1

N

Lo [ MXAMX, + kM X, '
m+m,+..+m

1 1 1
(MmEA+x")P+m,@Q+x))" +...+m (1+x")°
< ml Xl 2 2 n n
B m +m, +...+ m

o((gm) ()

Agar biz i=1,2,...,n uchun m =a va x :E almashtirish bajarsak

(3a) (30

tegsizliga ega bo’lamiz. Tengsizlik isbotlandi.

1

<2() + (X))’

o |-

1
q

<>(@+b7)°

Teorema.(Minkoviskiyning uchinchi tengsizligi)
Agar a,a,,...,a;b,b,,...,b musbat hagigiy sonlar uchun

iJaa,..a, +ibb,..b, <y(a, +b)(a, +b,)..(a, +Db,)

tengsizlik o’rinli va tenglik holati fagat va fagat i=i:...=% bo’lganda

b b,

n

barajiriladi.

Isbot. Agar f(xX)=In(1+e*) funksiyani R da quyidan gavariq chunki

X

(1+e*)?

£7(x) =

>0 ixtiyoriy x € R uchun. Yensin tensizligidan foydalansak

F[ MX A+ MX, 4o A MX, m f(x)+m,f(x,)+..+m f(x)
m +m,+..+m m+m,+..+m
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tengsizlikda i=1,2,...,n uchun m :1 va X =InE almashtirish bajaramiz.
n a

In(1+ exp(%iln%)j < %iln(H exp(In %)]

n b 1, 0 b
In| 1 o= [<=In] [@Q+—
< [+1—1[ ai] n H(Jrai)

@1+§/M < d(1+ Byas By ey
aa,..a a’  a, a,

tengsizlikning ikkala tomonini y/aa,...a, ga ko’paytirsak

i/aa,..a, +1bb,..b, <g/(a, +b)(a, +b,)..(a, +b,)

tengsizlik kelib chigadi. Minkovskiy tengsizligi isbotlandi.

5.Yensen tengsizligining tadbiqlari.

1-misol. ABC uchburchakning «,f va y burchaklari uchun quyidagi
tengsizlikni isbotlang.

33

sinasin gsiny < e

Isbot.Bizga  malumki a,B,7€0,7) va
sine,sin S,siny >0 bo’ladi. U holda AM —GM tengsizligidan foydalanib

sina +sin S +siny

3sinasin Bsiny < 3

ga ega bo’lamiz.
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Endi f(x)=sinx funksiya (0,7) da yuqoridan qgavariq chunki
f"(x)=—sinx<0 bo’ladi barcha xe(0,7) uchun. Yensin tengsizligidan

foydalanamiz.

sina+sinﬂ+siny<Sin(a+ﬂ+y]_\/§
3 B 3 ) 2

U holda

sina +sin g +siny _\/§
3 2

33

< sinasin gsiny < 5

gsinasin Bsiny <

tengsizlik hosil bo’ladi. Tengsizlik isbotlandi.

2-misol. Agar x>0,y>0,z>0 va x+Yy+z=1 bo’lsa quyidagi tengsizlikni

(o3

Isbot. Agar f(t):ln(1+%) funksiyani (0,0) sohada garasak. f funksiya

isbotlang.

1 1
t? (1+t)?
n =3 holida Yensen tengsizlikini qo’llasak.

FIAX A+ A%+ AX) S AT() +4,T00) +4,T(X,).

quyidan qgavarig chunki f"(t) =

>0 bo’ladi ixtiyoriy x e (0,00) uchun.

Agar 4, =4, =4, =%,x1 =X,X, =Y, X, =z deb belgilash kiritamiz

X, ¥,z 1
f(3+3+3j£3(f(x)+f(y)+f(z))
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< In@@+ 1) +In(1+ i) +In(1+ E) >3In(1+
X y z X+Y+12

o In+ D+ Ha+Ly>3ma
X y z

< 1+ 1)(1+ i)(1+ 1) > 64
X y 4

kelib chigadi.Tengsizlik isbotlandi.

3-misol. a,a,,...,a >1 haqgiqiy sonlar uchun
(aa,..a )™ ™ <a*a®..a"
tengsizlikni isbotlang.

Isbot. Agar f(x)=xe* funksiya (0,) sohada garaymiz. f funksiya quyidan
gavariq chunki f"(x)=2e*+xe* >0 bo’ladi ixtiyoriy X e (0,00) uchun. Yensen
tengsizligini qo’llaymiz.

f MX A MX, + A MX m f(x)+m,f(x,)+..+m f(x)
m+m,+..+m m+m,+..+m

Agar m =m, =...=m_=1 deb belgilasak

f(x1+x2+...+xnj< f(x)+ f(x)+..+f(x)
n B n '

X +Xp +.. 4 Xy

SX+X+.+X)e " <Xer+Xet+..+Xe"

Agar i=12,...,n uchun x =Ina deb belgilsh kiritsak va soddalashtirsak.

In(a,a,...a,)

In(aa,..a)e " <alna +a,lna,..+a lna

< In(aiaz'"a-n)(a1a-;z---a-n)H < In(ai""la;z---aﬁ“)
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= (alaz.“an)\"/a@z---an < alala;z.“ar?n
tengsizlik kelib chigadi. Tengsizlik isbotlandi.

4-misol. Agar a,a,,...,a, musbat hagiqgiy sonlar bo’lsin u holda k ning ganday
giymatida quyidagi tengsizlik o’rinli bo’ladi.(bu yerda k soni n ga bog'liq)

o +3fa,..+1fa, <kifa +a, +..+a,

Yechish. Agar f:R"—> R, f(x)=x" funsiya 0O< p<1 uchun garaymiz.

f (x) funksiya yugoridan gavariq chunki f"(x)= p(p—-1)x"? <0 bo’ladi. U xolda
Yensen tengsizligigni go’llasak.

p

p p p

MX +MX +. +MX ) MX+MX]+..+mx,
m+m, +..+m m+m,+..+m

yoki biroz soddalashtirsak

(MX, +mX, +...+mx )*>(m +m,+..+m ) (mx"+mx +..+m x")

ko’rinishga keladi. Agar i=1,2,...,.n uchun x =a , m=m,=...=m

n

1
=—, Va
n
1
p==
n

deb belgilash kiritsak

1 1 1
(a1+a2+...+an)§>a1” +a] +...+a’
n - n

@Q/E+Q/g...+q/a£nn"_1Q/al+az+...+an

n-1

bo’ladi. Demak k=n" ekan.

ADABIYOTLAR:
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