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FILTRATSIYA TENGLAMASI UCHUN BITTA CHEGARAVIY
MASALA

Parabolik tipdagi tenglamalarning turli ko‘rinishlari uchun chegaraviy masala
qo‘yish juda ko‘plab avtorlar tomonidan o‘rganilgan. Hozirgi kunda zamonaviy
fanning yutuglari, shu bilan birgalikda ishlab chigarishning turli masalalari hamda
fizika, mexanika, texnika, biologiya, ekologiya va sotsiologiya kabi fanlarning juda
ko‘plab muammolarining matematik modellari parabolik tipdagi tenglamalarning turli
ko‘rinishlari uchun nolokal (sohaning chegaralarida funksiyaning qiymati
berilmasdan, balki sohaning u yoki qismi orasidagi bog ‘lanishlar beriladi) masalalarni
o‘rganishni talab gilmogda. Nolokal masalalar noklassik masalalar jumlasiga Kirib,
noklassik masalalar bilan hozirgi kunda dunyoning turli mamlakatlarida juda ko’plab
ilmiy maktablar, universitetlar olimlari tomonidan ilmiy izlanishlar olib borilmoqda.

Masalaning qo‘yilishi. Masala yechimining yagonaligi

Ushbu paragrafda parabolik tipdagi tenglamalarning eng sodda vakili
bo‘lgan filtratsiya tenglamasi uchun bitta chegaraviy masala o‘rganiladi. Masala
yechimining yagonaligi ekstremum prinsipidan foydalanib ko‘rsatildi,
yechimning mavjudligi esa issiglik potensiallari usuli yordamida ko‘rsatiladi.

1. Masalaning qo yilishi. D = {(X,t) :0<x<I,0<t <T} sohada

u (x,t)=u,(xt), (xt)eD (1)

tenglamaning
u(x,0)=¢(x), 0<x<I (2)

boshlang‘ich va chegaraviy

u(0t)=au(x,t) , 0=t=T 3
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u,(Lt)=w(x) , 0<t<T (4)
shartlarni ganoatlantiruvchi yechimi topilsin.

Shu bilan birgalikda (1) - (4) masalada quyidagilarni berilgan funksiyalar deb
gabul gilamiz:

1. o(t), w(t) - uzluksiz funksiyalar;
2. a , X, - musbat o‘zgarmaslar bo‘lib, quyidagi tengsizliklarni

ganoatlantirsin
O<a<l, O<x, <1 ;

3. Quyidagi kelishuvlik shartlari bajarilsin: ¢(O) = ago(xo) , @ (I ) = g//(O) :
(4) - ko‘rinishdagi ichki nolokal shartli masalalar populyatsiyaning ko‘payish
strukturasining yozilishidan kelib chiqqan [14]. Ichki nolokal shartli masalalar turli
ko‘rinishdagi parabolik tipdagi tenglamalar uchun juda ko‘plab avtorlar tomonidan
o‘rganilgan hamda bunga doir umumiy ma’lumotlarni [6] dan olish mumkin.

2. Aprior baholar.

Lemma 1. Agar 1, 2, 3 - shartlar bajarilsa, u holda (1) - (4) masalaning yechimi uchun
ushbu

u(x,t)<M, (xt)eD (*)

baho o‘rinli bo‘ladi, bu erda M=m a* m X

m ) . qrt(a.(xﬁ} ga teng.

Isbot. Lemma 1 ning isboti bevosita (1)-(4) masalaning shartidan 1.2.3.
shartlardan va dissertatsiyaning 1-bobi 2-paragrafidagi parabolik tipdagi tenglamalar

uchun keltirilgan ekstremum prinsipi va uning 2-xossasidan ya’ni agar u(x,t)
funksiya issiqlik tarqalish tenglamasining yechimi bo‘lsa, u holda V(x,t)eQ uchun
quyidagi munosabat |u(xt)| < mrax\u(x,t)\ o‘rinli ekanligidan (x,t)eD sohada (1) -

(4) masala yechimi uchun

xe[0,t] te[0,t]

u(xt) < max{max o(X) max‘go(x)‘} =M

baho o‘rinli bo‘ladi.
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Lemma 1. isbot bo‘ldi.

3. Masala yechimining yagonaligi.

Teorema 1. Agar (1) - (4) masalaning yechimi mavjud bo ‘lib, (1)-(2) shartlar
bajarilsa, u holda (1) - (4) masalaning echimi yagonadir.

Isbot. Faraz gilaylik, D sohada (1) - (4) masala ikkita yechimga bo‘lsin, ya’ni
u,(x,t) vau,(x¢t) bo‘lsin. U holda ularning ayirmasi ham yechim bo‘ladi.

o(x,t)=u,(xt)-u,(xt)

Bundan v(x,t) funksiya uchun D sohada quyidagi masalani olamiz:

v(x,t)=u(xt)-u,(xt) , (xt)eD (5)
tenglamaning
v(x,0)=0, 0<x<I (6)

boshlang‘ich va chegaraviy
v(0,t)=av(x,,t), 0<t<T (7)

o (l,t)=0, 0<t<T (8)

shartlarni qanoatlantiruvchi yechimi topilsin.

Endi yangi hosil bo‘lgan (5)-(8) masalani yechib ko‘ramiz. Bu masala
yechimining aynan nolga teng ekanligini ko‘rsatamiz. Buning uchun energiya
integrali usulidan foydalanishimiz mumkin. (5) tenglamada quyidagi operatorni
garaylik

L(v)=0,(xt)—uv,(x,t)=0. 9)
(9) operatorni v(X,t) ga ko‘paytirsak, quyidagi ko‘rinishga kelib qoladi:

vL(v)=vv, —vv, =0. (10)
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(10) tenglikni D soha bo‘yicha integrallaymiz.
_UUL(U)dth :”(uut —vu, )dxdt =0 (11)
D

D
(11) tenglikni quyidagi divergent ko‘rinishda ifodalab olamiz.
o(l1 ,) 0 )
vu, —vv, =—| —U° |——(vu, )+ v 12
t XX at ( 2 ) ( X ) X ( )
(12) ifodani (11) ga olib borib qo‘ysak, quyidagi tenglikka kelamiz:

Y2} Lo

o1

| (a[iuzj—%(UUX)Jdth  [Juldndt =0

o(l ,) ©
l, = j (abu j > (vo, )]dxdt . (13)
(13) integralni hisoblash uchun Grin formulasidan foydalanamiz.
I} 9 P(x, y)—gQ(x, y) dxdy = [[Qdx + Pdy
o\ OX oy ¥

(%GUZ) —%(uux)]dxdt = [[ov.dt+ %uzdx Sl 4l (14)

Ol—7"3
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A
T| C(0:T) B(LT)A
A
(Xp:t)
*
v
” A(1:0) =

0]0:0) | 1

1-rasm

(14) ning har bir integralini hisoblab chiqaramiz.

OA chizigda t=0, dt=0, 0<x<I| ,v(x,0)=0 Iaro‘rinli.
1,

I, :lau (x,0)dx=0

AB chizigda x=1, dx=0, 0<t<T, UX(I,t)=Otengliklaro‘rinli.

I

o(l,t)-v,(l,t)dt=0

AB

O Ly, —

BC chiziqgda esa t=T, dt=0, [<x<0

|
l e =—I%UZ(X,T)dx

0

CO chizigda x=0, dx=0, T<t<O0 ,U(O,t):au(xo,t) tengliklar o‘rinli.
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o =—[0(0)- 0, (0.t)dt =~ [ av(x,.t) v, (0.t)

0 0

Yuqoridagi integrallarni (3.14) ga olib borib qo‘yamiz va quyidagi tenglik
kelib chigadi:

t

g(%(%uzj—g(uux)jdxdt=l'u(l,t)-ux(l,t)dt—!%UZ(X,T)dX:OﬂS)

(15) tenglik va integralning xossalaridan v(x,t)=0 ekanligi kelib chigadi.

Demak, ul(x,t) =, (X,t) ekan, ya’ni farazimiz noto‘g‘ri hamda tenglama
yagona yechimga ega ekan.

Teorema 1. isbot bo‘ldi.

2. Masala yechimining mavjudligi
Magistirlik dissertatsiya ishining ushbu paragrafida filtratsiya tenglamasi uchun
qo‘yilgan bitta chegaraviy masala yechimining mavjudligini Grin funksiyasi

yordamida keltiramiz.
Issiglik tarqalish tenglamasi uchun chegarasi I' sirtdan iborat bo‘lgan biror D

sohada birinchi chegaraviy masalaning Grin funksiyasi deb M (U) =0 tenglamani va
1) v(&7) =0
2) v(&7),, = u(g,f)\BQ =G, (x,t;&,7)

shartlarni ganoatlantiruvchi yechimni topishga aytiladi.
Tenglama uchun Grin formulasidan foydalanib (1) — (4) masala yechimining

integral ifodasini keltirib chiqaramiz.
Faraz qgilaylik u(X,t) funksiya (1) - (4) masalaning yechimi bo‘lsin va
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1ssiqlik tarqalish tenglamasining fundamental yechimi bo‘Isin.

(1) tenglamada x ni & gat nin gaalmashtiramiz:

u,-u,=0, u&(g,?])—un(é,n):o :

Hosil bo‘lgan funksiyani Grin funksiyasiga ko‘paytiramiz va unga qo‘shma
bo‘lgan

M(G)=G. +G =0
tenglamani esa U(&,77) ga ko‘paytiramiz.

Hosil bo‘lgan tenglamalarni hadlab ayiramiz.
gG(x,t;x,h)‘ljxx(x,h)- G(x,t;x,h)w, (x,h)=0
Hu(x,h) G5 (x, t;x,h) + u(x,h) G (x,t;x,h) = 0
G(x,t;x,h)w, (x,h)- G(x,t;x,h) W, (x,h)-
u(x,h)qw0,, (x,t;x,h) - u(x,h) 4, (x,t;x,h)=0

Bu tenglikni quyidagi ko‘rinishda yozib olamiz:

(Gt Em) (&) -u(Em) G (xtim) - 1 (G(nticm) u(&m)) =006)

(16) tenglik tenglamaning Divergent yechimi bo’ladi, ya’ni yechimning Divergent
ko‘rinishi hisoblanadi.

G,(x,t;&,7) funksiya L(G,) tenglamani x, t o‘zgaruvchilari bo‘yicha va
unga qo‘shma bo‘lgan M (GO) tenglamani & , 7 o‘zgaruvchilari bo‘yicha
ganoatlantiradi.

L(GO):GOXX _GOI =0

(x-¢)° (x-¢)
G :;e 4t-1) [_Z(X_g)j X_§ ei4(t—r) (17)
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2

=gy _ 2 ()
G,,, :_;36 i) _ Z(X f) s 4(t-r) (18)
4z (t-7) 163/ (t—7)2
,(X_é)z _ 2 7(x—§)2
G, = _;36 ) Z(X 5) P 4(t-r) (19)
Wr(t-7) 1637 (t—7)2

ekanligini e’tiborga olsak, L(GO)=0 bo‘ladi. Xuddi shunday M (Go)zO ekanligini
ko ‘rishimiz mumkin.
Faraz gilaylik, M(x,t) va M,(x,t+¢) nugtalar D sohaning ichidan olingan

biror fiksirlangan nugqtalari bo‘lsin. Bu yerda h>0 son u(x,t) funksiyaning

giymatini M (x,t) nugtada aniglaymiz. G,(x,t+¢&;&,7) va aai; funksiyalarning

D sohada h parametr bo‘yicha uzluksizligidan h — 0 limitga o‘tamiz. Unda

(¢

IhlmBQZ\/Ee * u(&,7)dE=u(xt) (20)

hosil bo‘ladi. Quyidagi belgilashlarni kiritamiz:

);:/5:2, E=x-2Jsz, dé=—2edz.

Bundan (20) quyidagi ko‘rinishga kelib qoladi:
_(x=¢)" e’xz
Ihlm I 2\/_9 i u(é r)dé = |hI£TJ|:J ZJEU(X—Z\/g_z,t)(—Z\/E)dZ} =

:TTIJTU(X—ZJg_z,t)e‘XZdz_\/_ju (x,t)e ™ dz=
T o

0

_ usg)fexzdz:%\/; —u(xt) (21)

Agar PABQ sohaning AP va BQ egri chizigli chegarasini t o0°‘giga
parallel bo‘lgan x=0 va x=I to‘g‘ri chiziglarga almashtirsak, natijada ABPQ

to‘gri to‘rtburchakli soha hosil bo‘ladi. Bu to‘g‘ri to‘rtburchak sohada issiqlik
tarqalish tenglamasi uchun birinchi chegaraviy masalaning ushbu ko‘rinishdagi
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| G(x,t:§,0)¢(§)dg+jw

0 PF w1 (7)dz -

‘GG thr)

=

0

,uz(T)dT (22)

el

yechimi hosil bo‘ladi. Bu yerda G(x,t;§,0) birinchi chegaraviy masala uchun Grin
funksiyasi bo‘lib, bu funksiya quyidagi ko‘rinishda bo‘ladi:

(1t:¢.0) = { @ ‘:{fi]
G(x,t;£,0)=——o|e
2 r(t—1
7 (t-7) | 23)
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